8.
Grundlagen Mathe 49{ |

Nacht

Vollstandige Induktion

Beweise mittels vollstdndiger Induktion!
1. Firallen e Ngilt: >} k-kl=(n+1)! -1

2. Fir k = 1,2... seien xy, reelle Zahlen, die entweder alle im Intervall (—1,0) liegen
oder alle positiv sind. Dann gilt die verallgemeinerte Bernoulli-Ungleichung;:

n
I+a) >1+>
1 k=1

=

k

3. Die Zahlenfolge (a,) sei gegeben durch

1 n
an+1—(1+) ~an firn € Nya; =2
n

Zeige fiir alle n € N die Abschétzung: a, > n.

Gleichungen und Ungleichungen
(Un)gleichungen mit komplexen Zahlen

Bestimme grafisch alle komplexen Zahlen z welche die folgenden Gleichungen bzw. Un-
gleichungen erfiillen.

4. |z—i=1=|z+1]
5. [z—i+1] <2

6. |2+ <|z+1

(Un)gleichungen mit reellen Zahlen

Bestimme alle € R, welche die folgenden Gleichungen bzw. Ungleichungen erfiillen.
7. 22 -8< 2z
8. zlx—2|=1

a:—|—4<
r—2




Mengen

Untersuche, ob folgende Mengen A, B, C' C R nach oben oder unten beschréankt sind. Be-
stimme ggf. das Supremum bzw. Infimum. Gib auflerdem an, ob es sich um ein Maximum
bzw. Minimum der Menge handelt.

10. A:={zeR|-3z+2<6x,z >0}

11. B:={z €R|62? — 42+ 8 > 10,z < 0}

m-n
3 | m,n € N}

12. = = —
C:={x R



Folgen Mat‘he <
Nacht

1. Untersuche die folgenden Zahlenfolgen auf Konvergenz!
Gib ggf. den Grenzwert an!

n? —3n+ (-1)"

a) a, =

3n2—Tn+5
b) an:#im, z e R\ {0}
) = (PO
. n3(n +2)
4n? +3
_ n?(7—n)
d) an int2es "0
(n+1)2(7—(n+1))
&) an = 3n (n — arctan(n))3

Tn4+1 202+ 1)(n+1)

f) Es seien a,b € R,a,b > 0 und n > maz{a,b}.

an:n<1—\/(1—2)(1—z)>

g) an:W

Rekursive Folgen

2. Untersuche auf Monotonie, Beschranktheit und Konvergenz. Gib ggf. den Grenz-
wert an!

a) apt1 =+/1+a2
b) any1 = sin(ay,), a1 € [0,7]

3. Zeige die Konvergenz der reellen Folge (a,,), falls eine der folgenden beiden Eigen-
schaften erfiillt ist:

(i) lantr —an| < 2, Vk,n €N

(ii) |an+1 - an| S qnv n € N) q € (0’ 1)

X



4. Zeige mittels vollstandiger Induktion, dass die durch die rekursive Vorschrift

Ap+41 :\/2an+6—1, aj =1

gegebene Folge
a) monoton fallend ist.
b) konvergent ist. Gib den Grenzwert mit an!

5. Seien ag = 0,a1 = 1. Zeige fiir die folgende Zahlenfolge die Konvergenz und be-
rechne den Grenzwert:

n4+1 = §(an + an—l)

Haufungspunkte

6. Bestimme alle Hiufungspunkte der Folgen und ggf. den Limes superior und den
Limes inferior!

a) a, = 2% +(=1)"
b) b, = (1+ &

—1 nn2
©) en = ks

2
d) d, = (—1)vH eilsn



Reihen

1. Untersuche folgende Reihen auf Konvergenz
und absolute Konvergenz.

a) Z (Qk)l

o n2+1
c) Z_: e

d) 3 (—1)kemik)
k=2

oo n4
e) > an
k=0

2. Berechne fiir folgende Reihen den Reihenwert.

a) E k+1)'

b) Z 2”;1
n=0
c) (+) z i

d)ZZ

=0n=0

3. Fiir welche = € R konvergieren die folgenden Reihen?

a) 3 ()
k=0

b) > k¥zF
k=1
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Stetigkeit und Differenzierbarkeit Mathe <3« |
Nacht

1. Untersuche die auf dem Intervall [0, 00) definierte Funktion

in allen Punkten x € R, mit x > 0, auf Stetigkeit und Differenzierbarkeit!

2. Untersuche die Funktion f : R — R mit f(z) = z - |z| auf Differenzierbarkeit in
ihrem Definitionsbereich!

3. Gibt es eine stetige Funktion f: R — R so, dass fiir alle x € R gilt:
f'(x) = f(z) #0und f"(x) =2- f(z) ? Entscheide mit kurzer Begriindung!

4. Betrachte die Funktion f: R — R mit

12 r<—1
f(z) == ¢ p(2) -1<z<2
1—-2x x>2

Bestimme ein Polynom p kleinsten Grades so, dass f stetig ist. Ist dieses Polynom
eindeutig?

ea:

5. Gegeben sei die Funktion f: R — R mit f(z) = pop——
2+

(a) Berechne lim, 1 f(2).
(b) Ermittle alle globalen und lokalen Extrema von f!

6. Zeige, dass die Gleichung x% + 1 = z auf dem Intervall [1,2] genau eine Losung
besitzt!

7. Die Funktionen f : [a,b] — R und g : [a,b] — R seien stetig und in (a,b) differen-
zierbar und es sei f(a) = f(b) = 0.
Zeige, dass fiir eine geeignete Stelle ¢ € (a, b) gilt: f'(c) = ¢'(¢) - f(c)
Hinweis: Betrachte die Hilfsfunktion z +— f(z) - e=9(®),



Beweise

Mathe 4'3( :»
Nacht
1. Gegeben sei die komplexe Zahlenfolge (ay,).

Weiter sei lim,,_,o a2, = @ und lim,_, o aon4+1 = a.

Zeige, dass dann gilt:

lim a, = a
n—oo

2. Es sei (ag) eine Folge reeller Zahlen. Beweise oder widerlege!
(a) Gilt limy_,o, 2ax, = 0, so konvergiert die Reihe Y ;2 ay.
(b) Gilt limy_,o kPay, = 0 fiir ein 8 € (0,1), so konvergiert die Reihe 72 ay.
(c) Gilt limy_,o k%ay, = 0 fiir ein 8 > 1, so konvergiert die Reihe S opey
3. Essei f: R — R eine stetige Funktion. Weiter sei g € R mit f(xg) < 1. Zeige:
Es gibt ein 6 > 0 so, dass fiir alle = € (z¢g — 0,z + ) gilt: f(z) <1

4. Die Funktion f : [0,1] — R sei stetig und es sei f(0) = f(1). Zeige, dass es dann
ein ¢ € [0, 5] gibt mit

1
£e) = fle+3)

5. (Bachelor) Sei f : [0,00[— R stetig derart, dass lim, .~ f(z) =: ¢ € R existiert.
Zeige, dass f gleichmafig stetig ist.



